Grado en Fisica

Ejercicios de Andlisis Matematico |

Derivadas — Desigualdades y polinomios de Taylor

El teorema del valor medio permite acotar el incremento agefuncion por el incremento de la
variable y una cota de la derivada. Esto da lugar a muchaguggdades interesantes.

Ejercicios en los que se pide probar una desigualdad delftjgd < g(x) para todox = a, donde
1y g son funciones derivables. Se hace lo siguiente:

e Sedefindi(x) = g(x) — f(x) y se comprueba quig«) = 0.
e Secomprueba qué(x) = 0 para todax > a.

Esta ultima desigualdad implica giees creciente efu, +oo[ y, comoh(a) = 0, concluimos que
h(x) =0, esdecirg(x) — f(x) =0, paratodax > a.

Naturalmente, los detalles pueden cambiar. Puede que & pudebas elegirlo tu. Es una estra-
tegia que tiene éxito cuando la desigualdagk) = 0 es mas facil que la inicial. Puede ocurrir que
esta desigualdad siga siendo complicada; entonces podmticgrle a ella el mismo procedimiento,
comprobamos qui’(a) = 0y quei”(x) = 0 para todax > «, lo que implica qué:’ es creciente en
[a, +o0] Y, comoh’(a) = 0, concluimos qué’(x) = 0 para todax > a.

También debes tener en cuenta que probar una desigualdgolodélx) < g(x) paratodax € [
donde/ es un intervalo, y hay un puntoe [ tal que f(«) = g(a), es lo mismo que probar que en el
intervalo/ la funcioni(x) = g(x) — f(x) alcanza un minimo absoluto en el puato

Los teoremas de Taylor—Young y de Taylor se usan para obégmeximaciones polinomiales de
una funcion dada y para calcular valores aproximados carigida prefijada.

1. Sear) < x < y. Prueba que:

y—x y—x
a < arct —arct < .
)]er2 gy &<

b)Z—Y <logy —logx < 2~
y X

2. Seam e N,n>2y0 <a < bh. Prueba que
na"Y(h —a) < b" —a" < nb" (b —a)

3. Prueba que para todo> —1 se verifica que

X
< log(1
1 g(l + x)
¢,Cuando se da la igualdad en la desigualdad anterior?
4. Prueba que paratodoe] — /2, /2] se verifica que:

2
log(cosx) < —%.

¢,Cuando se da la igualdad?

5. Prueba que para todoe€]0, /2[ se verifica que:

. x? . 2x
1)1—7<COSX; ii) — <senx <x <tgx
b4
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10.

11.

12.

13.

. SearD < a < b. Prueba que di < e entonces? < %, y si e<a entonce$? < a®. ¢ Qué puede

decirse su < e < b?.

. Supuesto que > 0, demuestra que« elogx < x~¢ para todax > 0.

. Dadox €]0, 1], prueba quex® < ax + 1 —a paratodaoxeR™ \ {1}.

Deduce que, dadgs > 0y ¢ > O talesquel/p + 1/¢q = 1, entonces paratodas> 0y b > 0
r T pa

se verifica querh < < + —. ¢ Cuéndo se da la igualdad?
P q

. ¢Hay algtin nmem > 0 que verifique quer*/?>x paratodox e R*? ¢ Cuél es dicho nimero?

3
. oL 1T+ x—px
Calcula una funcién polinémigatal que Im JH"—S@()") =0.

x—>0 X

logarctdx + 1) — ¢(x) _

2 0.

Calcula una funcién polinémica tal que m
x—0

Prueba que las Unicas funciomegeces derivables con derivada de ordeconstante son las
funciones polinémicas de grado menor o igual gque

Calcula, usando un desarrollo de Taylor convenientealar aproximado del nimero realcon
un error menor dé0~3 en cada uno de los casos siguientes:

a)a=T bya=.e c)a:sen% d) o = ser(61°)
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